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DS n°1 : Logique — Corrigé
Noté sur 100 pts +5 pts pour le soin et la clarté,
puis la note est ramené sur 20 en multipliant par 20/95.
Exercice 1 : Logique et quantificateurs

Pour tout réel z, on pose f(x) = x%. Les assertions suivantes sont-elles vraies ou
fausses 7 Si I’assertion est vraie, on la démontrera rigoureusement. Si I'assertion est
fausse, on écrira puis on démontrera sa négation.

1) P: VyeR  f(y) #0

On affirme que P est fausse. On a
nonP :3Jy e R fly)=0

On pose y = 0. Alors f(y) = 0> = 0. Ainsi, nonP est vraie, donc P est

[fausse].

2)Q: Ve,yeR  f(x)=fly) = z=y

On affirme que @ est fausse. On a
non@ : dr,y € R fl@)=fly) et z#y

On pose x = let y = —1. Alors f(x) =1 = f(y) et © # y. Ainsi, non@ est

vraie, donc Q est [fausse].
3) R: VyeR, JzeR flz)=y
On affirme que R est vraie. Soit y € R;. On pose z = /y € R. Alors
fl)=a"=y
On a donc montré que R est [vraiel.
4) S: VeyeR  (f(z)=f(zy)) = (y=1ouy=-1)
On affirme que S est fausse. On a
f(@)=f(zy) et y#1 et y#—1

On pose x = 0 et y = 0. Alors f(z) = f(0) =0 et f(zy) = f(0) = 0, alors
que y ¢ {—1,1}. Ainsi, nonS est vraie, donc S est [fausse|.

1

nonS : dz,y € R
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Exercice 2 : Raisonnements

1) On considere lassertion P:VaeR VbeR (ab > b*) = (a >

Ooub<0)
a) Ecrire la négation de P.

On a

nonP:dacR FeR (ab>b*) et (a <0 et b>0)

b) En passant par la contraposée, déterminer si P est vraie.

Montrons que P est vraie. Par contraposée, on a

P << VYaeR VbeR (a<0et b>0) = (ab<b?)

Soit a,b € R. On suppose a < 0et b > 0. On a donc ab < 0 < b2, d’ott

le résultat. Ainsi, P est [vraie].

2) Pour tout n € N*, on pose u, = 13+234 ... +n®. Montrer que : Vn € N* u, =
n(n+1)\>
5 :
On pourra dans un premier temps exprimer u,1 en fonction de u, et de n.

Soit n € N*. On a immédiatement

U1 = P4+ 22+ . 403+ (n+ 1P =u, + (n+1)3

Montrons le résultat par récurrence sur n.

‘ nin+1)\>  [2)\°
e Pourn =1, onawu = 1% =1 tandis que (n(n;)) = (2> =1, donc

la propriété est vérifiée au rang 1.

2
nn+1
(2_‘_)) . Montrons que u,,1 =

e Soit n € N*. On suppose que u,, = (
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. Par ce qui précede :

((n+ 1)2(n+2))2

Upt1 = Up + (n + 1)3

- (MY sy

= (n+1)° ((g)2+ (n+ 1)>

n4+4n+4
4

:(n+1)2x@

_ <(n+ 1)(n+2))2

:(n+1)2><

2

ce qui montre la propriété au rang n + 1.

e Finalement, pour tout n € N*, on a u, = (

20

3) On pose (vy)nen la suite définie par vy = 0, vy = 1 et pour tout n € N, v, 19 =

v + v . . .
L T4 Montrer que (vy)nen est strictement croissante, c¢’est-a-dire :
YneN wv,11 > vy, /7

Montrons que pour tout n € N, on a v > v,. On raisonne par récurrence
’ n+1 n
double sur n.

e Pour n =0, v; = 1 tandis que vy = 0, donc on a bien vy > .
V1 + Vg 1 3 . .
5 +1= 3 +1= 3 tandis que v; = 1. On vérifie

Pour n =1, vy =
que vy > vq.

La propriété est donc vraie aux rangs 0 et 1.

e Soit n € N. On suppose que v,11 > v, et que v,.12 > v,+1. Montrons que

Un+3 > Upga. On a

Up+2 + Unt1

Un+3 — Up42 = f + 1- Un4-2

1 1

- §/Un+l - i'UnJrZ +1
1 1 Un+1 + Up
D Ly
9! T g ( > )T
1 1 1 1
—Upg1 — —Up — =
4T
1( )+ 1

= 7 (Unt1 — Un 5
g 2

. 1 1 -
Or, comme v,,.1 > v,, on en déduit que Zvnﬂ — Zvn > 0. Ainsi,

1
Un+3 — Un+42 2 5 >0

et de cela on déduit que v,13 > vy, 0.

e Finalement, pour tout n € N, on a v,.1 > v,,.

Exercice 3 : Equations fonctionnelles
1) Trouver toutes les fonctions f : R — R telles que

f(@) + f(y).

On raisonne par analyse-synthése.

: Vr,y € R flzy) =

e Analyse : soit f une fonction solution. En particulier, pour tout x € R (et
en posant y = 0), on a :

X

flzx0) = f(z)+ f(0)
= f(0) = f(z) + (0)
= 0= f(2)
On en déduit que f est la fonction nulle.
e Synthese : vérifions si f : x +— 0 est solution. On a trivialement :

Ve,ye R flzy) =0= f(z)+ f(y)

donc f est solution.

Finalement, |S = {z — 0} |
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fly— 1) =

2) Trouver toutes les fonctions f: R — R telles que : Vz,y € R
2—x—y.

On raisonne par analyse-synthése.

e Analyse : soit f une fonction solution. En posant z = 0 et y = f(0), on
en déduit

Ensuite, pour tout z € R, en posant y = f(z), on trouve

f(f(x) = f2)) =2—=2— f(z)
= f(0)=2—-2z— f(x)
= f(x)=2—zx—-1=1—-z

Ainsi, si f est solution, alors f(x) =1 — a.
e Syntheése : on pose f : x +— 1—a. Vérifions si f est solution. Soit z,y € R.
fly=f@)=fly—(1-2))
=1-(y—(1-x)
=l-y+1l-=x
=2—-—x—y

donc f est solution.

Finalement, ‘S ={z—1-z} ‘

Exercice 4 : Barre de Sheffer

On définit opérateur logique 1, appelé barre de Sheffer, de la fagon suivante : si
P et Q sont deux assertions, on note P 1 Q l'assertion “non(P et Q)”. A l'aide
des assertions P, @ et avec la barre de Sheffer comme unique opérateur logique,
construire des assertions équivalentes a :

1) nonP

Ona Pt P <= nou(P et P). Or, il est évident que (P et P) <= P.
Donc

nonP <= non(P et P) <=

5
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2) Pet Q
Puisque P 1 @ <= non(P et @), alors

non(P 1 Q) < non(non(P et Q)) < P et Q

Il reste a écrire non(P 1 @) avec uniquement la barre de Sheffer. Par la question
précédente (en remplagant P par P 1 @), on a

non(P1Q) < (P1Q)1T(P1Q)

Ainsi,

Pet Q < [(P1Q)1(P1Q)]

3) Pou@
On remarque que
P ou @ <= non( (nonP) et (nonQ) )
<= (nonP) 1 (non@)
— [(P1P)1(Q1Q)]

par définition de 71

par la question 1

4) P = Q

Comme on a
non(P = Q) <= P et non@

On en déduit que
non(non(P = ())) <= non(P et non@)
et par suite

P = @ <= non(P et nonQ)
<= P 1 (nonQ)

= [P1@10Q)

par la question 1
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5) P xor @, oi “xor” désigne le “ou” exclusif.

P xor () est vraie si et seulement si une et une seule des deux assertions P et
@ est vraie. Cela signifie que

P xor Q <= (P et non@) ou (@ et nonP)
<= non(P = @) ou non(Q) = P)
<~ non((P = Q) et (Q = P))
= (P = Q)1(@Q = P)

— “P T@R@TQIT[QT(PTP) ‘ par la question 4

k
1
Exercice bonus.  Montrer que Vn € N* Vk € [1,n] (1 + —> <1+
n
kK2

n o n?
Soit n € N*. On raisonne par récurrence sur k& € [1,n] (une récurrence sur un
nowbre fini de valeurs pour k).

e Initialisation : vérifions la propriété pour k= 1. On a :
1\ 1 11

I+=) =1+=-<1+=-+=

n n non

d’ou le résultat. Si m = 1, alors il n’y a plus rien & faire. Dans la suite, on
supposera n > 2.

k 2

1 k Kk
e Heérédité : soit k € [1,n —1]. On suppose que (1 + ) <l+-+4+—.
n non

Montrons la propriété au rang k + 1.

(1) = () < ()

(k+k2+k) car k<n
(k* 4 2k)
(K*+2k+1)

=1

k+1  (k+1)°
e+
n n

et donc on en déduit que la propriété est vraie au rang k + 1.

Finalement, pour tout n € N* et pour tout & € [1,n], on a montré que

1\* k2
I+=) <14+-+=
n n n



